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Dinamicko elektromagnetno polje u neogranicenoj izotropnoj sredini

1.1 Ravanski talas u neograniCenom dielektriku
Kao opsta svojstva na kakvog promjenljivog (dinamickog) elektromagnetnog polja mi smo
utvrdili ovo: kad god pobudimo takvo polje na nekom mjestu onda se ono u formi
elektromagnetnog talasa Siri u okolni prostor brzinom

c=—n (1)

U ovom poglavlju ¢éemo izuditi najprostiji moguéi slucaj dinamic¢kog elektromagnetnog polja
odnosno elektromagnetnog talasa ma koje ucestanosti, pobudenog u neogranicenom
homogenom i izotropnom dielektriku, pretpostavljajuéi da njegovo elektri¢no polje E ima
samom jednu komponentu, recimo E_, i da ova komponenta zavisi samo, recimo, od z-

koordinate kao i od vremena ¢ . Dakle, u matematickoj formi

E=E (z,t) (2)
o0 0
(a = 5 =0) (3)

Ovakav vrlo uproséen elektromagnetni talas zove se ravanski talas. Njegovo izu€avanje ima i
teorijskog i prakticnog znacaja. Teorijskog, da bi na njemu utvrdili neke opste zakonitosti u
toku jedne relativno proste analize; prakti¢nog, jer na jako velikim udaljenostima od antene
elektromagnetni talas se vrlo priblizno ponasa kao ravanski talas.

Kako glase Maksvelove jednacine za ovaj talas?

Evo kako:
rot H :gi—f; J =0 za dielektrik (4)
. O0H
rotE =—u—— 5
i (5)
divH =0 (6)
divE=0 (7)

(=0 jer se pretpostavlja da nema slobodnog naelektrisanja)

Iz prve dvije jednacine slijedi

rotrot £ :—yagrotljl (8)
t



O*E

graddiv E — AE = —ue (9)

or’
~ O°E "
AE — ug pve =0,ili (10)
O°E O’E
& e 0 .
Analognim postupkom dobija se i
-
AH - su 885 =0 (12)

Relacije (11) i (12) predstavljaju talasne jednacine i to prva za elektri¢no polje E a druga za

magnetno polje H . Ovo su u stvari homogene diferencijalne jednacine drugog reda. Opste
rjeSenje, recimo relacije (11) glasi

Ex(z,t—i) odnosno Ex(z,t+£) (13)
C C
Prvo rjesenje predstavlja funkciju koja opisuje talas koje se prostire u smjeru z-ose pa se ovo

rjeSenje i naziva direktnim ili progresivnim talasom. Drugo rjesenje, predstavlja indirektni ili
inverzni ili pak reflektovani talas.

U nasSem slucaju, tj slucaju beskonacnog dielektrika (homogenog i izotropnog) ovo drugo
rjeSenje otpada.

Medutim, kako u praksi imamo posla sa prostoperiodicnim poljima odnosno talasima to
¢emo ovu nasSu analizu usmijeriti u tom pravcu. Dakle, pretpostavicemo da je u
beskonac¢nom homogenom izotropnom dielektriku pobudeno prostoperiodi¢no polje Cija ¢e
elektricna komponenta imati ovakav matematicki izraz

E=E (z)e/ (14)

| ovo polje, logi¢no, opisuje homogena diferencijalna jednacina drugog reda

2

d——;+ peD'E, =0 (15)
dz )
=o'y (= k=wJeu=p) (16)
2
4L Ez +k’E, =0 (17)
dz )

Velicina k£ naziva se talasni broj. DefiniSe se na jedan od sledecih nacina (oznacavao se jos i

sa f)

k:ﬂ:a)@z%zgz%,gdjeje (18)



£=/1 - talasna duzina (19)

Podsjetimo se za trenutak postupka rjesavanja diferencijalne jednacine drugog reda: drugi
izvod oznac¢avamo, recimo, sa »* . dok je sama funkcija E_=1 . Sada relacija (17) poprima
oblik

=k’ = n,=tjk=ty (20)

Koja je Cisto imaginarna veli¢ina!
Sada cCe rjesenje nase diferencijalne jednacine biti u obliku

E =E,e " +E,e” (21)

pri cemu je V- konstanta prostiranja talasa. Prvi sabirak predstavlja direktni talas dok drugi

sabirak predstavlja inverzni talas. S obzirom na polazni uslov drugi sabirak otpada, pa je
direktni ravanski talas dat sa

E . =E, e” (22)

Kada smo odredili polje E kao jednu komponentu elektromagnetnog talasa nije tesko
odrediti i drugu njegovu komponentu — polje H - primjenjujuéi Maksvelovu jednacinu

rotE, = —jout, (23)

jer polje EI ima samo y-komponentu (s obzirom da polje E ima samo x-komponentu i da

ove dvije komponente moraju biti uzajamno normalne i vezane smjerom desnog zavrtnja,
Sto je opet u skladu sa pojmom Pointigovog vektora). Iz poslednje relacije slijedi dalje

—

151},=—. rot £, (24)
Jjou
. 1 |0 o0 0
R = — — (25)
jou|ox oy Oz
E 0 0
~ - dE
H =- ! i}d—" , odnosno (26)
’ jou ' dz
- LB L e 27)
Y jou  dz jou
I:Iy:a) 92 Eo ek (28)



E,e’* (29)

Veli¢ina /¢t/ ¢ je realna veliCina; obiljezava se sa Z_ i zove se karakteristicna impedansa

sredine. Ona predstavlja odredenu karakteristiku sredine odnosno dielektrika u nasem
slucaju. Dakle,
1

— = —x
y ZC

(30)

Veli¢éina Z_, ima prirodu otpora te joj je jedinica 1Q. Za vazduh odnosno vakuum ova
veli¢ina ima sledecu vrijednost:

471077

L.l(ﬁ
36r

7 =

c0

=120 = 377Q2 (31)

Sada smo u stanju da napiSemo izraze za trenutne vrijednosti elektriénog i magnetnog polja

E.(z.t)=Re[ E ¢ |=Re[ E,, ¢/ ™ | (32)
E.(z,0)=E,, cos(wt —kz +,) (33)

1 —jkz _ joor E
H,(z0)=Re| —-E,, 7" e | =T cos(wl —kz+ ¢,) (34)

Iz navedenih izraza odmah se uocava da su ova dva polja u fazi!

Zakljucak: kod ravanskog talasa je u svakom trenutku

2. E i H suufazi.

Graficki je mogucde istovremeno prikazati gornje relacije u funkciji i vremena i koordinate-z
pa ¢emo, jednostavnosti radi, graficke prikaze provesti za slucaj

t=0i¢,=0 (35)

Za trenutak =0 i vrijednost ¢, =0 izraz, recimo za polje E , postaje

E=E(z,0)=E, coskz=E, cos(%r z) , dok je (36)

H=H (z,0) :hcoskz:hcos(z—ﬂz) (37)
Z Z A

c c

A njihova graficka predstava izgleda ovako:



a i 7 i AT Y
e | -ﬁ _.a";)-:jé:{:- : 1;' | Wy
M Y AL N A
....... ﬁ'{j’_lﬂ Lq%ff H-I |f 'J’ X/ ;;)L; Jf ] ;}}H&{Eﬁﬁi
//';d_;-]_”"} \‘ti}:r il-i F 2er st !

Na kraju, razmotrimo jo$ jedan vazan pojam u vezi da prostiranjem talasa. U tom cilju
vratimo se na argument bilo polja E ili polja H , pa postavimo relaciju

ot —kz + @, = const (38)
wdt —kdz =0 (39)
dz 0] 0] 1
dt "k ofau au

Znaci, talas se u pravcu z-ose kreée (prostire) brzinom v,=c .Ovoje fazna brzina ili brzina

prostiranja faze.

Iz odnosa
E
~=Z7_ slijedi (41)
H
y
E =ZH, = |“H, (42)
£
Nakon kvadriranja i mnozenja obiju strana sa 1/2 dobija se
lEj Ll (43)
2 2¢ 7
1 1
—eE’ =—uH’ 44
2 Fh T (44)

Jo$ jedan vazan zaklju¢ak: kod ravanskog talasa je u svakom trenutku energija
elektromagnetnog polja ravnomjerno raspodijeliena na _elektrichu i magnetnu
komponentu.

Y . . . . E .
PosSto su amplitude komponentnih polja £ i f a ove su konstante, to se talas prostire

neoslabljen kroz dielektrik.

Napomena: Ravanski talas ¢ije komponente ne zavise ili se ne mijenjaju u ravnu normalnoj
na pravac prostiranja zove se homogeni ravanski talas.




1.2 Ravanski talas u djelimi¢no provodnoj sredini
Opet ¢emo posmatrati uproséeni model elektromagnetnog talasa tj homogeni ravanski
talas, ali ovoga puta u provodnoj (oc#0 ) sredini koja je homogena izotropna i
neogranicena. Dakle, £ =E (z,t).

Maksvelove jednacine za ovakvu sredinu glase

rot H = aE+gaa—E (45)

t
rot E = —,uaa—l;[ (46)

. o -
rotrot £ = —,uarotH (47)
- -

graddiv E — AE = —,ua%—f— HE gf (48)

- OE  O'E
AE—,UO'E—,ug Y =0 (49)

Za djelimi¢no provodnu sredinu vaZzi ova diferencijalna jednacina.

U specijalnom slucaju kada je dat prostoperiodicni ravanski homogeni talas bic¢e

E=E (z)e" (50)

Pa gornja diferencijalna jednacina poprima ovu formu

2

=t — joucE +o’suE, =0 (51)
Z
[li u pogodnijem obliku
d’E
o wieu(l- j2)E, =0 , il (52)
dz we
dIE, "
=+ eu(l-jtgo)E =0 ,ili (53)
4
d’E,
~+w'euk, =0 (54)
dz
Pri ¢emu se veliéina
g=s-jo=e(l-j-—)=e(l- jtgd) (55)
w we

Naziva kompleksnom dielektricnom konstantom, za razliku od prethodnog slucaja, tj
slu¢aja dielektrika gdje je ova veli¢ina bila Cisto realnog karaktera. Kako posledica ovakvog
zakljucka jeste da je i talasni broj k& takode kompleksna veli¢ina data sa




k* = @’ ue (jer je kod dielektrika bilo k* = @*ue ) (56)

k=oJeu (57)

Rjesenje gornje diferencijalne jednacine (buducéi da nema reflektovanog talasa jer je sredina
homogena i neogranic¢ena) bic¢e

E =Ee” (58)
Gdje je sada
y = jk (dok je kod dielektrika bilo y = jk !) (59)

Dakle, konstanta prostiranja v je kompleksna velicina. Zato je moZzemo pisati i u obliku zbira

realnog i imaginarnog dijela

y=a+jB=jo\eu = joau(l-jtgd) =\ au(-1+ jtg5) (60)

(a+jp) =o’cu(-1+ jtg B) (61)

Najprije ¢emo izjednaciti moduo kompleksnog broja s lijeve strane jednacine (61) s
modulom kompleksnog broja sa desne strane iste jednacine

a’+ B =w’eu1+tg’ o (62)

Sada ¢emo kvadrirati lijevu stranu jednacine (61) i izjednaciti realne djelove s jedne i s druge
strane

o’ - =-w'su (63)

Iz relacije (62) i (63) se dobija (sabiranjem odnosno oduzimanjem istih)

aza)\/g?ﬂ(«/lﬂgzé—l) (64)
f= a)\/%"(,/lﬂgz 5+1) (65)

Kada smo odredili vrijednostiza « i £ , a znajuci da je

y=a+jp (66)

MoZemo napisati konacéne izraze za distribuciju polja £ i H u obliku

E(z2)=E, e” =E, e“e’” (67)
E —-yz Eom —-az _—jpz
I;Iy(z):?e z == e i (68)

== =

Pri ¢emu je karakteristi¢cna impedansa za provodnu sredinu kompleksna veli¢ina, jer je po
definiciji



y7, 1 o

M H pl+jtgs  |ul+tg’s M i3
ZC: _——= _—_—m —_— 5 = —_— 5 eJ = ———————¥] 2 (69)
£ Ne(-jtgs) \Nel+jtg?o \el+jtg’ s el+1tg> S
————c0s0 ; ¥Y=—. (
2

Odakle slijedi
JCOSO
=) (70)
& 1+tg’ S &

Trenutne vrijednosti komponenata elektromagnetnog polja su

Z

C

E (z,t)=Re(E . e’")=Re(E, e “ e e)=E, e cos(wt—fz+p,) (71)

E Br E
H, = Re(—Z—"’” e e e = fe*‘” cos(at — fz+ @, —g) (72)

—C

—C

Sada moZemo povudi jasniju razliku izmedu provodne (odnosno poluprovodne) i dielektri¢ne
sredine:

1. Amplituda talasa u poluprovodnoj sredini nije viSe konstantna nego opada po
eksponencijalnom zakonu; mjere toga opadanja jeste koeficijent o koji se zove konstanta

slabljenja.

2. Komponente talasa nijesu viSe u fazi; fazna razlika medu komponentama
elektromagnetnog polja iznosi 0 /2, dakle, polovinu vrijednosti ugla gubitka.

Medutim, i dalje medu komponentama vaZi odnos (tj medu amplitudama trenutnih
vrijednosti)

om

H

om

zZ

=c

(73)

Sta koeficijent & znadi u fizickom smislu?

1
Neka je z=—; tada je amplituda polja
a
E
E e «=—2 (74)

1 . ‘. .. . .
Dakle, — je ona duZina poslije koje amplituda talasa opadne za e puta u odnosu na
a

.. - . . . iy 1 .
vrijednost koju je ta amplituda imala na ulasku talasa u sredinu! zato se veli¢ina — naziva
a

dubina prodiranja.

Zasto, fizicki gledano, dolazi do slabljenja talasa u provodnoj sredini?

Kada u nekoj (polu)provodnoj sredini pobudimo elektromagnetno polje elektricna
komponenta polja E stvara kondukcionu struju J =cE, a ova stvara Dzulov efekat! Znagi,
dio energije talasa nepovratno se gubi na toplotu, te otuda i imamo slabljenje talasa u
ovakvoj sredini.



Evo kako bi izgledala graficka predstava komponenata polja za uproséen slucaj: r=0 i
Dy = 0

PokaZimo sada da se koeficijenti o i £, odredeni za ovaj opsti slucaj, svode na iste one
vrijednosti koje vaze i za slucaj dielektricne sredine. Naime, za slucaj dielektrika vazi da

oc—>0,teid—>0,pai (75)

a:a)\/%(«/lﬂgzé—l)—)o (76)
b= a)\/%l(«/l+tg2 §+1) = ofeu (77)

Sto je isto kao i kod dielektrika.

Za slucaj idealne provodne sredine

o—>opatgo>1,teje (78)
o= a)\/—tgé w\/e,u 9 - %:ﬂ (79)
2 we 2

Dakle, kod dobro provodnih sredina vazi da je

a = ,odnosno (80)
(81)
Gdje je

_ 21 (82)

1
o a),ua_«/n‘ufa

Pogledajmo u jednom konkretnom slucaju kolika je dubina prodiranja. Neka je materijal
bakar (Cu). Za njega je, kao Sto znamo,

A=

c=56-10°S/m ; u=pu,=4x-107 H/m ;nekaje f=1MHz (83)

A:l:66-10‘6m = 66um (mikrona)! (84)
a



Na svega 66 um talas slabi skoro 3 puta! U idealnom slucaju provodnost o — 0 imamo da i

A — 0! Drugim rije¢ima, ravanski talas uopste ne prodire kroz idealni provodnik ve¢ se
samo reflektuje (kao svjetlost od ogledala)! Prakticno moZzemo smatrati da i kod bakra i kod
aluminijuma dolazi do totalne refleksije!

Sta je sa faznom brzinom? (takode u bakru)

@O _40m/s (85)

v =—
B /a),ua
2

(dok je pri istoj ugestanosti u vazduhu bilo ¢ =3-10°m/s™" ).

Sta je sa talasnom duzinom A ?

v
/127(”:%:0,421%1% (86)
Zakljucak:

Elektromagnetni talas kad ude u provodnu sredinu jako mu opada i fazna brzina (u(p )i

talasna duzina (A ) u odnosu na dielektrik!




